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Introduccion DE ?&FJTI}(S)%){?&

Contextualizacion
Las relaciones estructuran nuestro mundo.

The Food Chain

Personaje

Homero Simpson

Marge Simpson

Bart Simpson

Lisa Simpson

Maggie Simpson

Comida Favorita
Rosquilla

Chuletas de cerdo
Krusty Burger
Flato vegetariano

Chupete
HE



Introduccion DE ?&%1}31333

Contextualizacion

Las relaciones estructuran nuestro mundo.

Mammals

Estudiante Curso

Ana Calculo
Ana Logica
Juan Logica
Juan Programacién
Carla Calculo
BRUTE -FORCE DYNAMIC .
SOL.UT’IO]:J(E PROGRAMMING SELUNG ON ERAY:
o0 (n!) ALGORTTHMS: 0(1) Carla Programacion
. O (n‘lzﬁ)
gﬁ%{fﬁ%ﬁ? Pedro Algebra
AN
~ Sofia Logica
SHUT THE ;
e UF Sofia Algebra

https://www.explainxkcd.com/



https://www.explainxkcd.com/

Introduccion UNIVERSIDAD

DE ANTIOQUIA
Contextualizacion
:Como puedo representar las relaciones?
Estudiante  Curso ‘—gﬂf‘,g'
Ana Calculo Carla ——— Cailculo
. registro materias = {

Ana Logica ("Ana", "Calculo"),
Juan Logica ("Ana g I;oglc.:a Z’ Programacion

("Juan", "Logica"),
Juan Programacicn ("Juan”, "Programacion”),

("Carla", “Calculo ){’ ) e
Carla Calculo ("Carla", "Programacion"),

("Pedro", "Algebra"), #!f,ff’ff
Carla Programacion ("Sofia", "Logica"),

. mn S _F g n , I|Al b n Snfia
Pedro Algebra } ("Sofia gebra®)
Algebra
Sofia Logica _—
Pedro

Sofia Algebra




Introduccion
Contextualizacion

:Como puedo representar las relaciones?

gemelo("Zan","Jaina").
gemelo("Jaina","Zan").
mascota("Gleek","Zan").

mascota("Gleek","Jaina").

familiaGemelos = {
"hermano": ["Zan", “Jaina"],
"mascota": [“Gleek"]

}

UNIVERSIDAD
DE ANTIOQUIA

familiaGemelos = {

}

("Zan", "hermano"),
("Jaina", "hermano"),
("Gleek", "mascota"),

A




Introduccién UNIVERSIDAD
Contextualizacion

Problema tipico: ;Como puedo representar las relaciones?

Ejemplo tomado de Grokking Algorithms (link): Imagine que esta en San Francisco y quieres ir de Twin
Peaks al puente Golden Gate. ;Si Quiere llegar en autobus, con el minimo numero de transbordos cuales

son las opciones?

duguRE@| Golden Gate Bridge @ Golden|Gate|Bridge
=g | ,
L Gate | N

0- — ¢
\,@'

PACIFIC H

Origen: Twin Peaks

_—--\3\}{\__ @

PACIFIC HENI

Plumrose

= 20 min

7.2 miles

SUNSET DISTRICT,

It
& | = 22min

< A 1.6 miles

7.6 miles



https://www.manning.com/books/grokking-algorithms-second-edition

Introduccién UNIVERSIDAD
Contextualizacion

Problema tipico: {Como puedo representar las relaciones?

Ejemplo tomado de Grokking Algorithms (link): Imagine que esta en San Francisco y quieres ir de Twin

Peaks al puente Golden Gate. ;Si Quiere llegar en autobus, con el minimo numero de transbordos cuales
son las opciones?

BRID&GE



https://www.manning.com/books/grokking-algorithms-second-edition

Introduccion DE ?&%1}31333

Contextualizacion
Problema tipico: ;Como puedo representar las relaciones?

Redes sociales (Ver Grokking Algorithms (link))

graph = {} P

graph["you"] = ["alice", "bob", "claire"]
gr‘aph[llbo?ll] = [llanujll, Ilpeggyll]
graph["alice"] = ["peggy"]
graph["claire"] = ["thom", "jonny"]
graph["anuj"] = []

graph["peggy"] = []

graph["thom"] = []

graph["jonny"] = []

https://qithub.com/egonSchiele/grokking_algorithms/blob/master/06_breadth-first_search/python/01_breadth-first_search.py



https://www.manning.com/books/grokking-algorithms-second-edition
https://github.com/egonSchiele/grokking_algorithms/blob/master/06_breadth-first_search/python/01_breadth-first_search.py
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Conceptos basicos
N-tupla ordenada
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Una n-tupla, (a4, a,, ..., a,), €s una secuencia ordenada y finita de n elementos donde:

e Elordenimporta
e Se permiten repeticiones
e Igualdad

(al, a,, ...,an) = (bll bz, ...,bn) o a = b1 /\az = b2 AN "‘/\an = bn
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Conceptos basicos DEANTIOOUTA
Producto cartesiano: Fabrica para crear tuplas

Conjunto de todas las posibles parejas (a,b) donde a € Ay b € B lo cual se denota formalmente
(de diferentes maneras como) como:

AxB={(a,b)la€ AND € B} |A X B| = |A] X |B|
Ay XA, X - x A, ={(ay,a,,..,a,)|a; € A;parai = 1,2,...,n} |A; X -+ X A, = |A1] X - X |A,]

a b ¢ d e

EEH‘EQHQE

Ii A4 xa

ﬁ&ﬂgﬂaﬂgﬂ
E@E%@ﬁmﬁ l

(rosquilla, cafe), (rosquilla, jugo), 2 b doe
Combos =

(arepa, cafe), (arepc'l,jugo), Posisiones = {a,b,c,d,e, f,g,h} x {1,2,3,4,5,6,7,8} = {(a, 1), ..., (h, 8)}
(pan, cafe), (pan, jugo)

|Combos| = |A||B] = (3)(2) = 6 |Posisiones| = |{a,b,c,d, e, f,g,h}| x {1,2,3,4,5,6,7,8}] = (8)(8) = 64




Conceptos basicos DE ANTIOQUIA

Funciones

Sean A y B conjuntos no vacios. Una funcion f de A a B es una regla que asigna a cada
elemento de A exactamente un elemento de B. Esto se escribe como:

f:A->B

Una funcién f: A - B también puede definirse como un subconjunto de A x B (una relacion).
Este subconjunto esta restringido a una relacion donde ningun par de elementos de la relacién

tiene el mismo primer elemento.

f =1{(a,b) € A X Blacadaa € A le corresponde un unico b € B}

X Y
X f
® y . > .
a [ § - I_.-" ™ 1 '-.II
FUNCTION- [ bel a2 |
MACHINE N |
| ce—— —__ | ®3

y=f(x) A
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Una relacion R de A en B, representada también como R(x, y), es un conjunto de pares
ordenados (x,y), donde x € Ay y € B, que satisfacen una propiedad determinada P(x, y).
Formalmente, se define como:

R ={(x,y)|(x € A)A(y € B) AP(x,y)}

Como no todos los elementos de A tienen que estar relacionados con los elementos de B
mediante la condicidn P; el conjunto R es un subconjunto A x B, es decir:

RS AXB

A este tipo de relaciones se les denomina relaciones binarias.

De manera informal, una relacién (binaria) describe una relacion de pares que se cumple para
ciertos pares de elementos de dos conjuntos Ay B. HE
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Relaciones DE ANTIOQUIA

Numero de relaciones existentes

El numero total de relaciones que se pueden definir de un conjunto de un conjunto A a un

conjunto B es simplemente el niumero de subconjuntos de A x B es decir |P(A X B)|. Para el
caso, sea |A| = my |B| = n entonces:

|A X B| = |P(A x B)| = 214%Bl = 2l4I"|B| = pmn



Relaciones DE ANTIOQUIA
Ejemplo 1

A continuacidn, se presenta una relacién particular que expresa la relacién “es un componente
de” entre los colores primarios y secundarios:

Solucion: Sean los conjuntos A y B el conjunto asociado a los combos
tenemos:

« A = {x|ColorPrimario(x)} = {azul,rojo,amarillo}
B = {y|ColorSecundario(y)} = {verde, morado,naranda}
e AXB=
(azul, verde), (azul, morado), (azul, naranja),
(rojo,verde), (rojo,morado), (rojo, naranja),
(amarillo, verde), (amarillo, morado), (amarillo, naranja)

Al definir la relacién P(x, y): x es un componente de y tenemos que la
relacion R(x,y) se puede representar como:

(azul, verde), (azul, morado),
R = (rojo,morado), (rojo, naranja),
(amarillo, verde), (amarillo, naranja)
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Ejemplo 2

Sea A =1{0,1,2}y B = {a, b}. Entonces, {(0,a),(0,b),(1,a), (2,b)} es una relacién de A de B.
Esto significa, por ejemplo, que 0 R a, pero que 0 R b. Las relaciones se pueden representar
graficamente, utilizando flechas para representar pares ordenados. Otra forma de representar

esta relacion es mediante una tabla.

\ R a b

o

e

0 X >
le®
1 X
eh 2 "

/

7@

Las relaciones son mas generales que las funciones. Una funcién es una relacién donde
exactamente un elemento de B esta relacionado con cada elemento de A.
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Ejemplo 3
Sea A el conjunto de ciudades de Colombia, y B el conjunto de los 32 departamentos de
Colombia. Definimos una relaciéon R € A x B, tal que:

R = {(a, b)|la ciudad a pertenece al departamento b}

Segun lo anterior, algunos de los pares ciudad, departamento que pertenecen a la relacion R
son:

R = {(Rionegro, Antioquia), (Medellin, Antioquia), (Cali,Valle), (Yumbo,Valle), ... }
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Ejemplo 4 - Relacién “Ganador del Premio Turing”

Dados los conjuntos:

e Personas: A = {Ron Rivest, Adi Shamir, Len Adleman, Alan Kay, ... }
e Anos: B ={2002,2003,2004,2005,2006}

Si se define la relacidon R con la propiedad:

"T(x,y): La persona x gano el premio Turing en el afio y"

El conjunto de Pares ordenados que satisface esta propiedad es:
R={(x,y) € AXB|T(x,y)}

B { (Ron Rivest, 2002), (Adi Shamir, 2002), (Len Adleman, 2002), (Alan Kay, 2003), }
~ ((Vint Cerf, 2004), (Robert Kahn, 2004), (Peter Naur, 2005), (Frances Allen, 2006)
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Definicion: Relacion binaria sobre un solo conjunto

Una relacidn binaria sobre un conjunto A es una regla que conecta elementos del conjunto
consigo mismos, es decir, relaciona pares de elementos del mismo conjunto. A diferencia de
las relaciones entre dos conjuntos distintos (como entre Ay B), este tipo de relacién es interna
a A. Formalmente, una relacién binaria se define como un subconjunto de A x A

RE€AXA
O bien:
R={(,y)|(x€eA)AN(yeA)ANP(xy)}

Donde P(x,y) representa la propiedad o condicién que deben cumplir los elementos para estar
relacionados
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Relacmnes DE ANTIOQUIA
Ejemplo 5
Sea A = {1,2,3,4} determine: Solucion: Para producto cartesiano
tenemos:
o AXA
o Los pares ordenados de la (;1)' (;'?' (;g)' (;:i)
relacion R = {(a, b)|a divide a b} AxA={1234)x {1234} =4 Z1)(22),(23),(24)

(3,1),(3,2),(3,3),(3,4)
(4,1), (4,2),(4,3), (4,4)

Para el caso de la relacion el resultado es el siguiente:

R =1{(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,4),(3,3), (44)}

l.iﬂl R|1 2 3 4
e . 1 | X X X X
2 X X
je o] 3 >
4 X
lo— =04 B R
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Ejemplo 6

Sea A = {x|x sea una hora del dia} determine los elementos de la relacién

R = {(x,y)|x sea una hora antes de y}

Solucion: Para el caso tenemos:

R =1{(12,1),(1,2),(2,3),(3,4),(4,5),(5,6),(6,7),(7,8),(8,9),(9,10),(10,11), (11,12)}




Relaciones UNIVERSIDAD

DE ANTIOQUIA

Numero de relaciones existentes en un conjunto con n elementos

Una relacion sobre un conjunto A es un subconjunto del producto cartesiano A x A.
Si el conjunto A tiene n elementos, luego A x A, tiene |A x A| = |A||A| = n?

Un conjunto con m elementos tiene 2™ subconjuntos, de modo que, el conjunto A x A tendra
2 .
2™ subconjuntos.

o 7 . 2 . .
Conclusidn: en un conjunto de n elementos hay 2™ relaciones posibles.

IAX A| =n2 > |P(4 x A)| = 214%4l = pn*
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Ejemplo

La siguiente tabla muestra diferentes escenarios posibles y la cantidad de relaciones posibles:

Contexto Conjuntos Numero de relaciones posibles

Colores primariosy '« A = {azul,rojo,amarillo} ng = 214xBl = l4llBl = 23x3 = 29 — 5§17
secundarios B = {verde, morado,naranda}

Combinacién - A={0,1,2} np = 214xBl = 2lAllBl = 23%2 — 26 — g4

numeros y letras « B={a,b}

Ciudadesy « A = {x|x es una ciudad} np = 214%Bl = 2lAllBl = 2151x32 _ 74832

departamentosde |+ B = {y|y es un departamento}

Colombia

Conjunto de - A=1{1,273,4} ngp = 214¥4l = 2lAI* = 24* = 216 — 65534
numeros




Relaciones DEANTIOOUTA
Dominio y rango de una relacion

El dominio y el rango de una relacidén permite describir con precision qué elementos estan
realmente involucrados en la relacién.

Dominio:
e Es el conjunto de todos los primeros elementos de los pares ordenados en la relacion.
e Dominio (dom(R)) de la relacion R € A x B, es un subconjunto de A (dom(R) € A), tal que:

dom(R) = §(R) = {x|(x € A) ATy (y €BA((x,y) € R))}
Rango:

e Es el conjunto de todos los segundos elementos de los pares ordenados en la relacion.
e Rango (ran(R)) de larelaciéon R € A x B, es un subconjunto de B (ran(R) € B), tal que:

ran(R) = y(R) = {y|(y € B) A Jx (x EAA ((x, y) € R))} EE
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Ejemplo

Suponga que tiene los siguientes conjuntos y la relacion R dada por:

o Conjunto de partida: A = {1,2,3,4}

e Conjunto de llegada: B = {a, b, c,d} o) = {x|(x S £) A (y €BA((ry) € R))}
e Relacion: R ={(1,a),(1,¢),(2,b),(4,b)}

ran(R) = {y|(y € B) A3x (x EAN ((x, y) € R))}
Determine el dominio y el rango de la relacion.

R a b ¢ d Dominio:

X e dom(R) = {1,2,4}
2 X

3 Rango:

- X ran(R) = {a, b, ¢}
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La inversion de una funcion, consiste esencialmente en "dar la vuelta" o "revertir" la direccion
de todas las conexiones de la relacién original.

Definicion formal: Sea R € A X B una relacion entre los conjuntos Ay B. La relacion inversa de
R, denotada como R~ ! invierte el orden de todos los pares ordenados de R, esto es:

R™ ={(y,0)|(x,y) € R}

Propiedades utiles
1. Dobleinversa: (R™)"1 =R
2. Intercambio del dominio y rango:

dom(R™1) = ran(R), ran(R™1) = dom(R),

3. Si R es una relacién sobre un mismo conjunto 4, entonces R~! € A x A, también es una
relacion sobre 4
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Ejemplo 7

Suponga que tiene los siguientes conjuntos y la relacién R dada por:
o Conjunto de partida: A = {1,2,3,4}

e Conjunto de llegada: B = {a, b, c,d}

e Relacion: R ={(1,a),(1,c),(2,b),(4,b)}

Determine la relacién inversa y obtenga el dominio y rango de esta:
R—l

1 X X a X
2 X b X
3 c X

4 X d

dom(R) = {1,2,4}, ran(R) = {a, b, c} dom(R™1) ={a, b, c}, ran(R™1) = {1,2,4}
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Ejemplo 8
SeaA=1{2,3,4}yB ={2,6,8}yseaR larelacion “divide” de A a B. Paratoda (x,y) € A X B,

xRy © x|y x divide y

a. Establezca explicitamente que pares ordenados estan en Ry R~! y dibuje los diagramas
de flechas paraRy R 1.

b. Describa R~! en palabras.
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Ejemplo 8 - Solucion
a. Tenemosqueparad ={23,4}yB ={2,6,8}:

R = {(x,y)|y mod x = 0} Rt ={(y,x)|(x,y) € R}
R =1{(2,2),(2,6),(2,8),(3,6),(4,8)} R™' =1{(2,2),(6,2),(8,2),(6,3),(8,4)}

b. Para el caso podemos ver que: Paratoda (x,y) € A X B,y R™! x < y es multiplo de x

R~ = {(y,x)|y es multiplo de x
{(r, )|y p } R
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Ejemplo 9

Se define una relacion R de R a R como sigue. Paratoda (x,y) € R X R,

xRy ©y=2|x|

a. Dibuje las graficas de Ry R~ en el plano cartesiano
b. ¢Es R~!una funcién?
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Ejemplo 9 - Solucion

a. lenemos:

R ={(x,y)|y=2|x[}

I R = {(y,x)|y =2x|}
X y —

_ X

1 ) 0 0

-1 2 2 1

2 | 4 2 | -1

-2 4 4 2

7 ~ 4 =2

la. coordenada 2a. coordenada / \
la. coordenada 2a. coordenada

b. R~ no esuna funciényaque (2,1) y (2,—1) estdnen R~1 EEN
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Relacion identidad

Esta es una relacién que solo relaciona cada elemento consigo mismo, y con ningun otro.

Definicién formal: Dado un conjunto A4, la relacion identidad A, denotada como I, es el
conjunto de todos los pares ordenados donde cada elemento esta relacionado consigo mismo,

esto es:

I, ={(x,y)Ix €A Ax =y}

Ejemplo:
Sean los conjuntos A = {a, b,c}y B = {1,2,3}, obtenga la relacién identidad para cada uno:

Iy ={(a,a),(b,b),(c,c)} I =1(1,1),(2,2),(3,3)}
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Propiedades de las relaciones DEANTIOOUTA

Propiedades

A continuacion se listan las propiedades (o caracteristicas) de las relaciones:
1.  Propiedad reflexiva.

Propiedad no reflexiva.

Propiedad antireflexiva.

Propiedad simétrica.

Propiedad no simétrica.

Propiedad antisimétrica.

Propiedad asimétrica.

Propiedad transitiva.

© o N o A~ W DN

Propiedad no transitiva.

—
o

Propiedad antitransitiva.




Propiedades de las relaciones DEANTIOOUTA
Propiedades

Antes de explicar las diferentes propiedades, suponiendo que se tiene el conjunto A =
{1,2,3,4} y las siguientes relaciones sobre este:

e R=1{(11),(1,2),(21),(22),(34),(41),(44)}

o 5={(11),(12),(2,1)}

o T={(11),(12),(14),(21),(2.2),3,3),(41),(44)}

o U=1{(21),B1),(32),41),42),(43)}

o V={(11),(12),(13),(1,4),(22),(23),(2,4),(3,3),(34), (44)}
e W ={(34)}
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De manera informal, esta es una relacién que solo relaciona cada elemento consigo mismo, y
con ningun otro.

Definicién formal: Una relacion R € A x A, es reflexiva si, y solo si, todas las parejas de 4 x A4,
cuyos componentes sean iguales pertenecen a R, esto es:

R es reflexiva < Vx((x, x) € R)

Ejemplo:

Determine cuales relaciones de las anteriormente dadas (R, S, T, U,V,W) sobre A = {1,2,3,4}
son reflexivas:

o T={ ,(1,2),(1,4), (2,1), ) , (4,1), } - T es reflexiva
o V=H{ ,(1,2),(1,3),(1,4), ,(2,3),(2,4), ,(3,4), } - T es reflexiva
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La relacidn no es reflexiva si al menos un elemento de A no esta relacionado consigo mismo.

Definicion formal: Una relacidn R € A x A, es no reflexiva si, y solo si, no todas las parejas de
A X A, cuyos componentes sean iguales pertenecen a R:

R es no reflexiva < Elx((x, x) & R)

Ejemplo:

Determine cuales relaciones de las anteriormente dadas (R, S, T, U,V,W) sobre A = {1,2,3,4}
son no reflexivas:

e R={ ,(1,2),(2,1), ,(3,4),(4,1), }; falta: (3,3) — R es no reflexiva

o S={ ,(1,2),(2,1)}; faltan: (2,2),(3,3), (4,4) — S es no reflexiva

e U=1{21),3,1),3,2),(4,1),04,2),4,3)}; faltan: (1,3),(2,2),(3,3),(4,4) - U es no reflexiva
e W =1{(3,4)}; faltan: (1,1),(2,2),(3,3), (4,4) - W es no reflexiva
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Una relacion es antirreflexiva (o irreflexiva) cuando ningun elemento del conjunto esta
relacionado consigo mismo.

Definicion formal: Una relacidn R € A x A, es antireflexiva si, y solo si, ninguna de las parejas
de A X A, cuyos componentes sean iguales, cumplen R:

R es antirreflexiva & —Elx((x, X) € R)

Ejemplo:

Determine cuales relaciones de las anteriormente dadas (R, S, T, U,V,W) sobre A = {1,2,3,4}
son antirreflexivas:

e U=1{(21),03,1),03,2),(41),4,2),(4,3)}; faltan: (1,1),(2,2),(3,3),(4,4) —» U es antirreflexiva
o W =1{(3,4)}; faltan: (1,1),(2,2),(3,3), (4,4) - W es antireflexiva
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Una relacion es simétrica si es una "relacion de ida y vuelta’, es decir Si a esta relacionado con
b, entonces b también lo esta con a.

Definicion formal: Una relacidn R € A x A, es simétrica si todas de las parejas ordenadas del
conjunto producto A x A cumplen que: Si (x,y) € R, entonces cumplen(y, x) € R:

R es simetrica < Vx‘v’y((x, y) ER - (y,x) € R)

Ejemplo:

Determine cuales relaciones de las anteriormente dadas (R, S, T, U,V,W) sobre A = {1,2,3,4}
son simetricas:

o S={(1,1), , } - S es simétrica
e T={(1,1), , , ,(2,2),(3,3), ,(4,4)} - T es simétrica
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Una relacidon no simétrica es una "relacion de un solo sentido” o una que no siempre es de iday
vuelta, en otras palabras es una relacion en la cual cuando existe al menos un par de
elementos donde uno se relaciona con el otro, pero no al revés.

Definicion formal: Una relacion R € A x A, es no simétrica si, y solo si, no todas las parejas de
A x A, cumplen que: Si (x,y) € R, entonces cumplen(y, x) € R:

R es no simetrica < —Nx‘v’y((x, y) ER - (y,x) € R)

Ejemplo:

Determine cuales relaciones de las anteriormente dadas (R,S,T,U,V,W) sobre A = {1,2,3,4} son
no simetricas:

e R={(11), ) ,(2,2),(3,4),(4,1), (4,4)}; faltan: (4,3), (4,1) - R es no simetrica

e U={(21),031),(32),(4,1),(4,2),(4,3)}; ningun par tiene su inverso — U es no simetrica

e V={(1,1),1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,3),(2,4),(3,3),(3,4),(4,4)} - faltan muchos pares inversos —
I/ es no simetrica

o W =1{(3,4)}; falta: (4,3) » W no simetrica [
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De manera informal, una relacién antisimétrica es una "relacién de un solo sentido estricto” lo
cual implica que solo se acepta el "doble vinculo” si es con uno mismo.

Definicion formal: Una relacion R € A x A, es antisimétrica si, y solo si, ninguna de las parejas
ordenadas del conjunto producto A x A cumplen que: Si (x,y) € R, entonces cumplen(y, x) €
R:

R es antisimetrica & ‘v’x‘v’y((x, Y) ERAx#y - (y,x) ¢ R)

Ejemplo:

Determine cuales relaciones de las anteriormente dadas (R, S, T, U,V,W) sobre A = {1,2,3,4}
son antisimetricas:

e U=1{(21),031),03,2),(4,1),(4,2),(4,3)}; ningun par tiene su inverso — U es antisimetrica

e V={(11),(12),(13),(14),(22),(23),(24),33),34), (44} -
no hay pares invertidos distintos = I/ es antisimétrica

e W =1{(3,4)}; falta suinverso: (4,3) - W es antisimetrica
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De manera informal, una relacién es asimétrica cuando todo va en un solo sentido y nunca hay
retroceso. Ademas, nadie se relaciona consigo mismo (no hay lazos).

Definicién formal: Una relacién R € A x A, es asimétrica si, y solo si, se cumple que: Si (x,y) €
R, entonces (y,x) € R:

R es asimetrica < ‘v’x‘v’y((x, y) ER - (y,x) ¢ R)

Ejemplo:

Determine cuales relaciones de las anteriormente dadas (R, S, T, U,V,W) sobre A = {1,2,3,4}
son asimétricas:

e U=1{(21)03,1),03,2),(4,1),(4,2),(4,3)}; No hay lazos — U es asimetrica

e W ={(3,4)};No hay lazos: Unico elemento - W es ametrica
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Una relacion es transitiva cuando si un elemento esta relacionado con un segundo, y ese
segundo con un tercero, entonces el primero también esta relacionado con el tercero. Es como
una especie de "cadena ldgica" que debe cerrarse.

Definiciéon formal: Una relacion R € A X A, es transitiva, si y solo si, se cumple que: si un
elemento esta relacionado con un segundo y este con un tercero, el primero esta relacionado
con el tercero:

R es transitiva & Vx‘v’y‘v’z((x, y) ERA(x,z) ER - (x,z) € R)

Ejemplo:

Determine cuales relaciones de las anteriormente dadas (R,S,T,U,V, W) sobre A = {1,2,3,4}
son transitivas:

e U={(21),31,32),41),42),43)} v 12 3 4 b 2
B2)-»21)->GB1DEeU y e
42)-21)->B1EeU
43)-B1->BDEeEU
(43)->(32)->(42)€eU

W
/N

O O O O

e Las otras relaciones transitivas son: V'y W.
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Una relacién es no transitiva cuando la Iégica de “si A se relaciona con By B con C, entonces A
con C” no siempre se cumple. Es decir, hay al menos un caso donde esa cadena se rompe.

Definiciéon formal: Una relacion R € A x A, es no transitiva, si y solo si, se cumple que: un
elemento esta relacionado con un segundo, este con un tercero y el primero no esta
relacionado con el tercero.

R es no transitiva < ‘v’x‘v’y‘v’z((x, y) ERA(x,z) ERA(x,z) & R)

Ejemplo:

Determine cuales relaciones de las anteriormente dadas (R, S, T, U,V,W) sobre A = {1,2,3,4} son
no transitivas:

e R=1{(11),(1,2),021),(22),(3,4),(41),44)}
o (34)-0(41)->B1¢eR

o T=1{(1,1),(012),(1,4),21),(22),(3,3),(41),44)}
o 21)-14->24)¢€R []
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Informalmente, una relacién es antitransitiva si es una "relacién sin atajos” o una "relacion de
un solo paso”. En otras palabras es como una regla que rompe la cadena logica: si hay dos
pasos seguidos, no puede haber un tercero que cierre el ciclo.

Definicion formal: Una relacidon R € A X A, es antitransitiva, si y solo si, se cumple que: si un
elemento esta relacionado con un segundo y este con un tercero, el primero no esta

relacionado con el tercero.
R es no transitiva < Vx‘v’y‘v’z((x, Yy)ERA(x,z) ER - (x,2) & R)

Ejemplo:
Determine cuales relaciones de las anteriormente dadas (R, S, T, U,V,W) sobre A = {1,2,3,4}
son antitransitivas:

o W ={(423)}
o Como hay un solo par (4,3) no existen dos pares consecutivos, asi que W es antitransitiva por vacuidad.
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La siguiente tabla resume las propiedades de las relaciones, asumiendo una relacion de R sobre
un conjunto A (es decirR € A x A)

Propiedad
Reflexiva

No Reflexiva
Antireflexiva
Simétrica

No Simétrica

Antisimétrica

Asimétrica

Transitiva

No transitiva

Antitransitiva

Descripcion formal
Vx €A (x,x) ER
dx € A, (x,x) € R
Vx €A (x,x) R
vx,y €A (x,y) ER= (y,x) ER
dx,y €A, (x,y) ERA(y,x) €R
Vx,y€EA (x,y) ERAN(y,x) ER=x=y

vx,y €A (x,y) ER= (y,x) €R
Vx,y,z€ A, (x,y) ERAN(y,z) ER = (x,z) ER

Vx,y,z€ A, (x,y) ERAN(y,z2) ERA(x,2) ¢ R
Vx,y,z€ A, (x,y) ERAN(y,z) ER = (x,z) ¢ R

Descripcion informal

Todo elemento se relaciona consigo mismo

Hay al menos un elemento que no se relaciona consigo mismo
Ningun elemento se relaciona consigo mismo

Si un elemento se relaciona con otro, también al revés

Hay al menos un par que no cumple la simetria

Si dos elementos se relacionan en ambos sentidos, deben ser
iguales

Si un elemento se relaciona con otro, no ocurre al revés

Si un elemento se relaciona con un segundo, y este con un
tercero, entonces el primero se relaciona con el tercero

Hay casos donde se rompe la transitividad

Nunca se forma una cadena transitiva



Propiedades de las relaciones DEANTIOOUTA
Resumen resultados

Antes de explicar las diferentes propiedades, suponiendo que se tiene el conjunto A =
{1,2,3,4} y las siguientes relaciones sobre este:

e R=1{(11),(1,2),(21),(22),(34),(41),(44)}

o 5={(11),(12),(2,1)}

o T={(11),(12),(14),(21),(2.2),3,3),(41),(44)}

o U=1{(21),B1),(32),41),42),(43)}

o V={(11),(12),(13),(1,4),(22),(23),(2,4),(3,3),(34), (44)}
e W ={(34)}




Propiedades de las relaciones

Resumen resultados
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Relacion

(1’1), (1,2)’ (1,1)’ (1,2)’ ((1!1)l (112)J

Propiedad g={& 22l o { A1), } r= DU, ey et v=122),23.)  w=34a)
(44) (1), (44) T k(3, 4)’ (4, 4)’1

Reflexiva No No Si No Si No
No Reflexiva Si Si No Si No Si
Antireflexiva No No No Si No Si
Simétrica No Si Si No No No
No Simétrica Si No No Si Si Si
Antisimétrica No No No Si Si Si
Asimétrica No No No Si No Si
Transitiva No No No Si Si Si
No transitiva Si Si Si No No No
Antitransitiva No No No No No Si




Agenda

Introduccion

Conceptos basicos

Relaciones entre conjuntos
Propiedades de las relaciones
Representacion de las relaciones

UNIVERSIDAD
DE ANTIOQUIA



Representacion de las relaciones DEANTIOOUTA

Contextualizacion

De las diferentes formas de representacion de una relacién vamos a hacer énfasis en:
« Representacion usando matrices
« Representacién usando digrafos (grafos dirigidos)

o O

(I N
S Ok =
o OO O




Representacion de las relaciones DEANTIOOUTA

Representacion usando matrices
e Una relacion entre conjuntos finitos se puede representar mediante una matriz de ceros 'y
unos conocida como matriz de adyacencia o matriz booleana.

e Suponiendo que R es unarelacionde A = {aq,a,, ...,a,} aB = {by, by, ..., b}

o Los elementos de los dos conjuntos se pueden ordenar arbitrariamente. Cuando A = B, se utiliza
el mismo orden.

o Larelacion R puede ser representada mediante una matriz My = [mij] donde,

1; Si (ai,bj) €ER

Mij = 0; si (ai,bj) € R

e La matriz que representa R tiene un 1 como su entrada (i, j) cuando a; esta relacionado con
b; y un 0 si a; no esta relacionado con b;.




Representacion de las relaciones DEANTIOOUTA

Representacion usando matrices
Ejemplo 1: Suponga que A = {1,2,3} y B = {1,2}. Sea R larelaciobn de A a B que contiene (a, b)

sia€e AAbeBya>b,beBya>b. ;Cudl es la matriz que representa R (suponiendo que el
orden de los elementos coincide con el orden numeérico creciente?

Solucidn: Segun el enunciado, R = {(a, b)|a > b}, donde para el caso:

R =1{(21),(3,1),(3,2)}

0 0
1 0
1 1

De este modo:

Mg



Representacion de las relaciones DEANTIOOUTA

Representacion usando matrices

Ejemplo 2: Sea A = {a,,a,,a3}y B = {bq, by, b3, by, b<}. { Qué pares ordenados estan en |la
relacion R representada por la matriz?

_ = O
o O R
_ RO
o R O
_, O O

o= |

Solucién: Como R esta formada por los pares ordenados (a;, bj) con m;; = 1, se deduce que:

R ={(ay, by), (az, by), (ay, bs), (az, by), (as, by), (asz, bs), (as, bs)}



Representacion de las relaciones DEANTIOOUTA

Matrices de relaciones en conjuntos

o SiR es unarelacion reflexiva, todos los elementos de la diagonal principal de My son
iguales a 1.

e R esuna relacion simétrica siy solo sim;; = 1 siempre que m;; = 1. R es una relacion
antisimétrica siy solo sim;; =0 om;; = 0 cuando i # j.

(a) Symmetric (b) Antisymmetric



Representacion de las relaciones DEANTIOOUTA

Representacion usando matrices

Ejemplo 3: Supongamos que la relacién R en un conjunto esta representada por la matriz

1 1 0
Mp=|1 1 1
0 1 1

. Es R reflexiva, simétrica y/o antisimétrica?

Soluciéon: Como todos los elementos diagonales son iguales a 1, R es reflexiva. Como My es
simétrica, R es simétrica y no antisimeétrica, ya que tanto m, , como m, ; son 1.



Representacion de las relaciones DEANTIOOUTA

Representacion usando digrafos (grafos dirigidos)

e Un grafo dirigido, o digrafo, consiste en un conjunto V de vértices (o0 nodos) junto con un
conjunto E de pares ordenados de elementos de V, lamados aristas (o arcos). El vértice a
se denomina vertice inicial de la arista (a, b), y el vértice b se denomina vértice terminal de

esta arista.
o Una arista de la forma (a, a) se denomina bucle.

o Ejemplo 4: A continuacién se muestra un dibujo del grafo
dirigido con vértices a, b, c,d y e y aristas
(a,b),(a,d),(b,b),(b,d),(c,a),(c,b) y (d,b).




Representacion de las relaciones DEANTIOOUTA

Representacion usando digrafos (grafos dirigidos)

o Ejemplo 5: ;Cudles son los pares ordenados en la relacion representada por el siguiente
grafo dirigido?

1 zD

Solucion: La relacion es:

R=1(1,3),(1,4),(21),(2,2),(23),(31),3,3),(41),(43)}




Representacion de las relaciones DEANTIOOUTA
Determinacion de las propiedades de una relacion a partir de su digrafo

A partir del digrafo se puede determinar el tipo de relacion de R. A continuacion se muestran
algunos casos:

o Reflexividad: Debe haber un bucle en todos los vértices del grafo.

o Simetria: Si (x,y) es una arista, entonces (y, x) también lo es.

o Antisimetria: Si (x,y) con x # y es una arista, entonces (y, x) no lo es.
o Transitividad: Si (x,y) y (y, z) son aristas, entonces (x, z) también lo es.




UNIVERSIDAD

Representacion de las relaciones DE ANTIOQUIA
Determinacion de las propiedades de una relacion a partir de su digrafo

Ejemplo 6: El siguiente digrafo representa una relacion R en A = {a, b, ¢, d}, determine las
propiedades que este cumple:

‘o

X , @
10 0 0
_lo 0o 0o o _
Mc=1o 0 0 o R ={(aa)}
0 0 0 0
c@ i@
Solucion:

Reflexividad: No, no todos los vértices tienen un bucle.
Simetria: Si (trivialmente), no hay arista de un vértice a otro.
Antisimetria: Si (trivialmente), no hay arista de un vértice a otro.

Transitividad: Si (trivialmente), ya que no hay arista de un vértice a otro. e



Representacion de las relaciones DEANTIOOUTA

Determinacion de las propiedades de una relacion a partir de su digrafo

Ejemplo 7: El siguiente digrafo representa una relacion R en A = {a, b, ¢, d}, determine las
propiedades que este cumple:

a . > . b
A
0 1 0 O]
0O 0 0 1
MR = 0 0 0 0 R — {(a, b)) (b, d)) (d, b)}
O 1 0 O
v | i
C . . d
Solucion:

e Reflexividad: No, no hay bucles.
e Simetria: No, hay una aristadea a b, peronode b aa.
e Antisimetria: No, hay una aristaded abydeb ad.

e Transitividad: No, hay aristasdea acy dec a b, pero no hay aristade a ad.



Representacion de las relaciones DEANTIOOUTA

Determinacion de las propiedades de una relacion a partir de su digrafo

Ejemplo 8: El siguiente digrafo representa una relacion R en A = {a, b, ¢, d}, determine las
propiedades que este cumple:

a @ >@ b
0 1 1 O]
10 0 O O _
MR —_— O 1 O O R - {(a; b), (a; C), (C; b)}
0 0 0 O
c@ i@
Solucion:

e Reflexividad: No, no hay bucles.
e Simetria: No, por ejemplo, no hay aristade c a a.
e Antisimetria: Si, siempre que hay una arista de un vértice a otro, no hay ninguna que regrese.

e Transitividad: No, no hay arista de a a b.



Representacion de las relaciones DEANTIOOUTA

Determinacion de las propiedades de una relacion a partir de su digrafo

Ejemplo 9: El siguiente digrafo representa una relacion R en A = {a, b, ¢, d}, determine las
propiedades que este cumple:

a @ @b
0 0 0 1]
10 0 1 O R = d) (b
Mg = 00 0 0 {(a,d),(b,c)}
00 0 O
*® o o
Solucion:

e Reflexividad: No, no hay bucles.
e Simetria: No, por ejemplo, no hay arista de d a a.
e Antisimetria: Si, siempre que hay una arista de un vértice a otro, no hay ninguna que regrese.

e Transitividad: Si (trivialmente), no hay dos aristas donde la primera arista termine en el vértice donde
comienza la segunda.




Representacion de las relaciones DEANTIOOUTA

Representacion usando matrices

Ejemplo 10: Retomemos el ejemplo previamente analizado en las propiedades de las
relaciones y realicemos las diferentes representaciones para cada una de las relaciones alli
mostradas. Suponiendo que se tiene el conjunto A = {1,2,3,4} y las siguientes relaciones sobre
este:

e R={(1,1),(1,2),(021),(2,2),(3,4),(41),(44)}

e 5={(1,1),(1,2),(2,1)}

e T=1{(11),(1,2),(1,4),(2,1),(2,2),(3,3),(4,1),(4,4)}

e U=1{(21),(31),(3,2),41),042),(43)}

e V={(1,1),0,2),01,3),(1,4),02,2),02,3),(2,4),(3,3),(34),(44)}
e W ={(@(34)}

Realice cada una de las representaciones para las relaciones anteriormente mostradas.



Representacion de las relaciones DEANTIOOUTA

Representacion usando matrices

R =1{(11),(1,2),(21),(2,2),(34),(41),(44)}

Relacion Resultado
Reflexiva No ]
No Reflexiva | Si 1100
_ _ M. = 1 1 0 O
Antireflexiva | No R 0 0 0 1 T
Simétrica No 1 0 0 1
No Simétrica | Si
Antisimétrica | No Rl1 2 3 4
Asimétrica No 11x x 4
Transitiva No 21X X
No transitiva | Si 3 X
Antitransitiva | No 4 X




Representacion de las relaciones DEANTIOOUTA

Representacion usando matrices

Relacion Resultado §={11),(12), 2D}

Reflexiva No

No Reflexiva | Si 1 1 0 O .

Antireflexiva | No M.=|1 0 00

Simétrica Si ’ 00 00 .
0 0 0 O

No Simétrica | No

Antisimétrica | No sl1 2 3 4 6“"__‘_.

Asimétrica No 11x x

Transitiva No 2 | x

No transitiva | Si 3

Antitransitiva | No 4




Representacion de las relaciones DEANTIOOUTA

Representacion usando matrices

Relacion Resultado T ={(1,1),(1,2),(1,4),(2,1),(2,2),(3,3),(41), (4,4)}
Reflexiva Si

No Reflexiva | No 1 1 0 1

Antireflexiva | No M; = (1) (1) (1) 8 0‘ G:D
Simétrica Si 1 0 0 1 /\

No Simétrica | No

Antisimétrica | No Tl1 2 3 4 0’ °’
Asimétrica No 11x x X

Transitiva No 2 x X

No transitiva | Si 3 X

Antitransitiva | No 4| X X




Representacion de las relaciones DEANTIOOUTA

Representacion usando matrices

Relacién Resultado U=1{021),31,32),41),4.2),43)}

Reflexiva No

No Reflexiva | Si 0 0 0 O

Antireflexiva | Si _{1 0 0 O

Simétrica No Mo = 1100
1 1 1 0

No Simétrica | Si

Antisimétrica | Si ul1 2 3 4

Asimétrica Si 1

Transitiva Si 2 | X

No transitiva | No 3|X X

Antitransitiva | No 41X X X




Representacion de las relaciones DEANTIOOUTA
Representacion usando matrices

Relacién Resultado V=1{(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(23),(24),(3,3),(34), (44)}
Reflexiva Si ]

No Reflexiva | No 1111

Antireflexiva | No My, = 8 (1) % i o,
Simétrica No 0 0 0 1

No Simétrica | Si °)
Antisimétrica | Si vVii 2 3 4

Asimétrica No 1[X X X X

Transitiva Si 2 X X X °)

No transitiva | No 3 X X

Antitransitiva | No 4 X °’




Representacion de las relaciones DEANTIOOUTA

Representacion usando matrices

Relacion Resultado W =1{(34)}

Reflexiva No

No Reflexiva | Si 0 0 0 O]

Antireflexiva | Si M. — O 0 0 O . .

w =

Simétrica No 00 0 1
: 0 0 0 0]

No Simétrica @ Si

Antisimétrica | Si

Asimétrica Si ‘2’ 123 4

Transitiva Si )

No transitiva No 3 X

Antitransitiva | Si 4




UNIVERSIDAD

DE ANTIOQUIA




